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Re´sume´ – Cet article propose une nouvelle famille des codes temps-espace en treillis (STTC) pour plusieurs antennes d’e´mission
et une modulation 4-PSK. On les appelle codes “e´quilibre´s” car ils utilisent les points de la constellation MIMO d’une fac¸on
e´quiprobable. En comparant avec les autres codes publie´s, on remarque que cette famille de codes fournit les meilleurs codes
STTC. On peut alors limiter la recherche syste´matique des meilleurs codes seulement a` cette famille de codes. L’article pre´sente
une me´thode originale de construction des codes STTC e´quilibre´s. Une liste comple`te des meilleurs codes a` 4 e´tats pour 2 antennes
et plusieurs codes e´quilibre´s a` 16 e´tats pour 2 et 3 antennes sont aussi donne´s.
Abstract – A new class of 4-PSK Space Time Trellis Codes (STTC) for several transmit antennas is proposed in this paper. We
call these codes “Balanced STTC” because they use the points of the MIMO constellation with the same probability. Comparing
to known codes, these codes offer the best performance. Therefore, the systematic search for good codes can be reduced to this
class. It is shown that all the best published codes are balanced. The paper presents the design of these balanced STTC and gives
a complete list of the best 4-state codes for 2 transmit antennas. Several 16-state balanced codes for 2 and 3 transmit antennas
are also given.
1 Introduction
Les modulations temps-espace code´es en treillis ont e´te´
propose´es pour la premie`re fois par Tarokh et al. [1]. Cette
technique de codage temps-espace repose sur la ge´ne´rali-
sation a` des syste`mes multi antennes dits MIMO (Multiple
Input Multiple Output) des modulations code´es en treillis.
Plusieurs crite`res de performance que doivent ve´rifier ces
nouveaux codes pour maximiser la diversite´ et le gain de
codage ont e´te´ e´tablis. Les crite`res du rang (gain en diver-
site´) et du de´terminant (gain en codage) pour les canaux a`
e´vanouissements lents et les crite`res de distance de Ham-
ming (gain en diversite´) et de distance produit (gain de
codage) pour les canaux a` e´vanouissements rapides ont
e´te´ propose´s par Tarokh [1]. Chen comple`te les travaux de
Tarokh en proposant les codes a` trace maximale [2].
A` partir de ces diffe´rents crite`res, plusieurs recherches
exhaustives de codes ont e´te´ mene´es [3–8]. L’inconve´nient
de l’absence de me´thode de construction se traduit par
une augmentation tre`s rapide de la puissance de calcul
lorsque le nombre d’e´tats du codeur augmente. Les codes
obtenus avec le crite`re de la trace [2] ont les meilleures
performances. Tous les codes publie´s ont une proprie´te´
commune : ils utilisent tous les points de la constellation
MIMO d’une fac¸on e´quiprobable (si les donne´es binaires
sont ge´ne´re´es par une source sans me´moire d’une fac¸on
e´quiprobable). On propose de les appeler “codes e´quili-
bre´s”. La plus grande contribution de ce papier est la des-
cription d’une me´thode de construction des codes e´quili-
bre´s. Ensuite, la recherche des meilleurs codes est limite´e
seulement a` cette famille de codes. La liste des meilleurs
codes trouve´s avec leurs performances est aussi pre´sente´e.
Le reste du papier est organise´ de la manie`re suivante.
Nous rappelons brie`vement dans la section 2 le sche´ma
du codeur temps-espace en treillis. La section 3 introduit
la nouvelle famille des codes e´quilibre´s et leurs proprie´te´s
ge´ne´rales. La construction des codes e´quilibre´s pour plu-
sieurs antennes est de´taille´e dans les sections 4 et 5. Enfin,
le section 6 pre´sente l’analyse des performances des codes
obtenus.
2 Codage temps-espace en treillis
Nous conside´rons le cas ge´ne´ral des STTC utilisant une
modulation 2n-PSK (on a donc n = 2 pour 4-PSK) et nT
antennes d’e´mission.
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Fig. 1 – Codeur STTC 2n-PSK pour nT antennes Tx
Le codeur (Fig.1) comprend un bloc d’entre´e de n bits et
ν blocs me´moires de n bits (2nν e´tats). A` chaque instant
t ∈ Z, tous les bits d’un bloc sont remplace´s par les n
bits du bloc pre´ce´dent. Le bit i du bloc j est associe´ aux
nT coefficients multiplicatifs c
k
i,j ∈ Z2n , k = 1 . . . nT ou`
nT est le nombre d’antennes d’e´mission. Un codeur STTC
est ainsi de´fini par sa matrice ge´ne´ratrice C comprenant
nT × n(ν + 1) coefficients :
C =


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(1)
Les symboles ge´ne´re´s en sortie du codeur pour l’antenne
k sont donne´s par :
ykt =
n∑
i=1
ν+1∑
j=1
bt−j+1i c
k
i,j mod 2
n (2)
3 Les codes e´quilibre´s
3.1 Pourquoi les codes e´quilibre´s ?
Le concept des codes e´quilibre´s est base´ sur l’observa-
tion que les meilleurs codes STTC propose´s dans la litte´-
rature ont une meˆme proprie´te´ : les symboles de la constel-
lation MIMO sont ge´ne´re´s d’une fac¸on e´quiprobable (on
conside`re que les donne´es binaires sont ge´ne´re´es par une
source sans me´moire S = {0, 1} avec la meˆme probabilite´
p(0) = p(1) = 1/2).
Pour chaque vecteur binaire X= [x1x2... xL]
T
∈ZL2 , ou`
xi ∈ {0, 1} est l’e´tat logique de la bascule i du registre a`
de´calage du codeur, le mot de code Y = [y1y2... ynT ]
T
∈
Z
nT
4 ge´ne´re´ par le codeur de la Fig. 1 est Y = C ·X, ou`
C est la matrice ge´ne´ratrice (1). Un STTC est donc une
fonction qui associe d’une fac¸on unique au vecteur X un
mot de code Y :
Φ : ZL2 → Z
nT
4 (3)
On peut remarquer que Φ(ZL2 ) ⊆ Z
nT
4 repre´sente l’en-
semble des mots de codes Y ge´ne´re´s par le codeur. Un
mot de code Y peut eˆtre obtenu pour plusieurs vecteurs
X ∈ ZL2 . Soit n(Y) le nombre de vecteurs X ∈ Z
L
2 tel que
Φ(X) = Y, c’est a` dire n(Y) = card
{
Φ−1(Y)
}
.
Par de´finition, un STTC est e´quilibre´ si et seulement si
on a n(Y) = n0 ≥ 1 pour chaque mot de codeY ∈ Φ(Z
L
2 ).
En plus, si Φ(ZL2 ) = Z
nT
4 , alors tous les mots de code sont
ge´ne´re´s et le code STTC est dit totalement e´quilibre´.
3.2 Proprie´te´s des codes e´quilibre´s
La ge´ne´ration des codes e´quilibre´s repose sur un certain
nombre de proprie´te´s :
– P1 : La longueur minimale d’un code e´quilibre´ est
Lmin = n.nT = dim(Z
nT
2n ).
– P2 : Le rajout d’un vecteur colonne Ci ∈ Z
nT
2n a` un
code e´quilibre´ dont la matrice ge´ne´ratrice C a L co-
lonnes permet de cre´er un autre code e´quilibre´ (dont
la matrice ge´ne´ratrice C′ a L′ = L+ 1 colonnes).
– P3 : Les vecteurs C1,C2, . . . ,Cm sont line´airement
inde´pendants (LI) si et seulement si la relation
x1C1 + x2C2 + · · ·+ xmCm = 0 ∈ Z
nT
2n (4)
est vraie seulement quand tous les scalaires sont nuls.
– P4 : Les vecteurs LI C1,C2, . . . ,Cm forment une
base de ZnT2n si l’ensemble ge´ne´re´ par ces vecteurs est
Z
nT
2n . Dans ce cas, m = Lmin = n.nT .
4 Proprie´te´s des bases de ZnT4
La ge´ne´ration des codes e´quilibre´s repose sur un certain
nombre de proprie´te´s des bases de ZnT4 qui sont e´nume´re´es
ici. Ensuite, la recherche syste´matique des meilleurs codes
sera limite´e a` la famille des codes e´quilibre´s.
– P5 : Le vecteur null 0 ∈ Z
nT
4 ne peut pas eˆtre utilise´
pour former une base.
– P6 : Si le vecteur Ci ∈ Z
nT
4 est utilise´ pour former
une base, alors son oppose´ Cj = −Ci ne doit pas eˆtre
utilise´.
– P7 : Si les vecteurs C1, C2, . . . , Cm ∈ Z
nT
4 avec
m < Lmin = n.nT sont LI, alors les vecteurs
Cm+1 =
m∑
i=1
λiCi ∈ Z
nT
4 , λi ∈ {−1, 0, 1} (5)
ne peuvent pas eˆtre utilise´s pour avoir m+1 vecteurs
LI.
– P8 : C0 = 2Z
nT
2 est un sous-groupe normal de Z
nT
4 .
Pour chaque e´le´ment v ∈ ZnT2 on conside`re le coset
Cv = v + 2Z
nT
2 , ou` l’addition est dans Z
nT
4 .
– P9 : Si u1 ∈ Cu et v1 ∈ Cv alors u1 + v1 ∈ Cu⊕v, ou` ⊕
repre´sente l’addition dans ZnT2 .
– P10 : Si u1 ∈ Cu alors u1 + Cv = Cu⊕v.
– P11 : u+ Cu = C0 = 2Z
nT
2 .
– P12 : La somme de 2 cosets est de´finie par :
Cu + Cv = {u1 + v1/u1 ∈ Cu and v1 ∈ Cv} (6)
– P13 : La somme directe de 2 cosets est un coset :
Cu + Cv = Cu⊕v
– P14 : Si u1 ∈ Cu alors −u1 ∈ Cu.
– P15 : Si p1, p2, ..., pnT ∈ Z
nT
2 \ {0} sont LI alors
span(2p1, 2p2, ..., 2pnT ) = 2Z
nT
2 = C0
– P16 : Si p ∈ Z
nT
2 , alors la somme de 2 e´le´ments diffe´-
rents du coset Cp est un e´le´ment de C0\{2p}.
– P17 : Une base de Z
nT
4 contient au moins un vecteur
dans C0.
– P18 : Une base de Z
nT
4 contient au plus nT vecteurs
du meˆme coset.
– P19 : Une base de Z
nT
4 contient toujours nT vecteurs
appartenants aux nT cosets Cp1 , Cp2 , ..., CpnT diffe´rents
de C0 tels que les vecteurs p1, p2, ..., pnT sont LI. Dans
ce cas, on dit que les cosets Cp1 , Cp2 , ..., CpnT sont LI.
5 Construction des codes e´quilibre´s
pour une modulation 4-PSK
Par la suite, a` partir des proprie´te´s des codes e´quilibre´s,
il suffit de ge´ne´rer des bases de ZnT4 , puis, en permutant les
colonnes de la matrice C, on obtient l’ensemble des codes
totalement e´quilibre´s.
5.1 Le cas des 2 antennes d’e´mission
Le tableau 1 de´crit la partition de Z24 en 4 cosets.
Tab. 1 – Partition de Z24 en cosets
C[ 00 ]
0
0
0
2
2
0
2
2
C[ 01 ]
0
1
0
3
2
1
2
3
C[ 10 ]
1
0
1
2
3
0
3
2
C[ 11 ]
1
1
1
3
3
1
3
3
Il y a 2 types de codes totalement e´quilibre´s dans Z24 :
• Les codes de type I qui contiennent seulement 1 vec-
teur non null dans C0
• Les codes de type II qui contiennent 2 vecteurs non
nulls dans C0
5.1.1 Les codes totalement e´quilibre´s de type I
L’algorithme pour obtenir les bases de type I est :
1. Choisir 1 vecteur 2p ∈ C∗0 = C0\ {0}.
2. Choisir 2 vecteurs LI dans Cp.
3. Choisir le dernier vecteur dans un coset diffe´rent de
C0 et Cp.
Il y a donc 96 bases de type I dans Z24 [9].
5.1.2 Les codes totalement e´quilibre´s de type II
L’algorithme pour obtenir les bases de type II est :
1. Choisir 2 vecteurs diffe´rents dans C∗0 .
2. Choisir 2 cosets diffe´rents Cu et Cv diffe´rents de C0.
3. Dans chacun des 2 cosets, choisir un vecteur.
Il y a donc 144 bases de type II dans Z24 [9].
Le nombre total des bases de Z24 est : 96 + 144 = 240.
5.2 Le cas des 3 antennes d’e´mission
Similairement au cas des 2 antennes d’e´mission, cette
partie est focalise´e sur la construction des bases de Z34.
Une base de Z34 contient au moins 1 vecteur et au plus 3
vecteurs dans C0 (P17,P18). Alors, il y a aussi 3 types de
codes e´quilibre´s de Z34 en fonction du nombre des vecteurs
non nulls du coset C0 utilise´s pour former la base.
Les codes totalement e´quilibre´s de type III
Pour obtenir les bases de type III de Z34, il faut :
1. Choisir 3 vecteurs LI dans C0. Ils ge´ne`rent C0.
2. Choisir 3 vecteurs LI u, v, w ∈ Z32. Donc, les cosets
Cu, Cv, Cw ∈ Z
3
4 sont LI.
3. Choisir les vecteurs u1 ∈ Cu, v1 ∈ Cv, w1 ∈ Cw.
Comme u1 + C0 = Cu, la totalite´ du coset Cu est
ge´ne´re´e. De fac¸on similaire, Cv et Cw sont ge´ne´re´s.
En utilisant P13, les autres cosets sont aussi ge´ne´re´s.
Au final, le nombre des bases pour les codes totalement
e´quilibre´s de types III est de 401 408.
D’une fac¸on similaire, on obtient 946 176 bases pour les
codes totalement e´quilibre´s de type II et 516 096 bases
pour ceux de type I. Au total, le nombre de bases dans
Z
3
4 est : 401 408 + 946 176 + 516 096 = 1 863 680 bases.
5.3 Le cas ge´ne´ral des nT antennes
On divise l’ensemble ZnT4 en 2
nT cosets qui seront uti-
lise´s lors de la ge´ne´ration des codes e´quilibre´s. C’est le
sous-groupe normal C0 = 2Z
nT
2 qui permet d’effectuer la
partition de ZnT4 en cosets CV = V + C0. On a :
Z
nT
4 =
⋃
V∈Z
nT
2
CV = Z
nT
2 + 2Z
nT
2 (7)
Une base de ZnT4 contient dans C0 au moins un vecteur
et au plus nT vecteurs. Il existe donc nT types de codes
e´quilibre´s selon le nombre de vecteurs dans C0 utilise´s pour
former une base. Parmi tous ces types de codes, nous avons
remarque´ que les codes de type nT e´taient les meilleurs. Le
nombre de bases de ZnT2 est de NB =
1
nT !
nT−1∏
k=0
(2nT − 2k).
Il est possible de montrer que le nombre de bases de ZnT4
pour les codes e´quilibre´s de type nT est de N
2
B ∗ 2
n2
T .
Comme dim (ZnT4 ) = 2nT , chaque permutation des 2nT
vecteurs qui forment une base de ZnT4 va ge´ne´rer un autre
code e´quilibre´. Alors, il y a NC = 2
n2
T ∗ (2nT )! ∗N
2
B codes
STTC e´quilibre´s de type nT .
6 Performances des codes
Avant de montrer les meilleurs codes STTC suivant le
crite`re de la trace, on pre´sente ici quelques proprie´te´s de
la trace pour les STTC a` 4 e´tats et modulation 4-PSK :
-P20 : les codes C=
[
C1C2 C3C4
]
,C′=
[
– C1C2 C3C4
]
et C′′=
[
C1C2 – C3C4
]
ont la meˆme trace minimale.
-P21 : les codes C=
[
C1C2 C3C4
]
, C′=
[
C2C1 C3C4
]
ont la meˆme trace minimale.
-P22 : les codes C=
[
C1C2 C3C4
]
, C′=
[
C3C4 C1C2
]
obtiennent la meˆme trace minimale.
- P23 : la meˆme trace minimale peut eˆtre obtenue en
permutant les lignes de la matrice ge´ne´ratrice C, i.e, en
permutant les indices des antennes Tx.
Une recherche exhaustive a e´te´ mene´e pour de´tecter tous
les codes STTC a` 4 e´tats et 2 antennes Tx qui posse`dent
le rang maximal et la trace maximale. Un ensemble de
80 codes avec min (rank(A)) = 2 et min (tr(A)) = 10 est
trouve´. Tous ces codes offrent un produit distance minimal
de d2p = 4·6 = 24 qui est la plus grande valeur que les codes
STTC a` 4 e´tats peuvent obtenir. Parmi eux, en fonction
du spectre de distances entre les diffe´rents chemins dans
le treillis, nous avons se´lectionne´ 16 codes qui offrent les
meilleures performances concernant le taux d’erreur des
trames. Tous ces codes sont regroupe´s dans Tab. 2 ou` on
retrouve en gras le code propose´ par Chen [2].
Tab. 2 – Les meilleurs STTC e´quilibre´s a` 4 e´tats
[
1 2 0 2
2 0 2 1
] [
1 2 0 2
2 0 2 3
] [
3 2 0 2
2 0 2 1
] [
3 2 0 2
2 0 2 3
]
[
2 1 2 0
0 2 1 2
] [
2 1 2 0
0 2 3 2
] [
2 3 2 0
0 2 1 2
] [
2 3 2 0
0 2 3 2
]
[
2 0 2 1
1 2 0 2
] [
2 0 2 3
1 2 0 2
] [
2 0 2 1
3 2 0 2
] [
2 0 2 3
3 2 0 2
]
[
0 2 1 2
2 1 2 0
] [
0 2 3 2
2 1 2 0
] [
0 2 1 2
2 3 2 0
] [
0 2 3 2
2 3 2 0
]
Tab. 2 contient les meilleurs codes a` 4 e´tats qui sont
tous totalement e´quilibre´s de type II. Ces codes offrent
les meilleures performances dans les canaux de Rayleigh a`
e´vanouissements lents ou rapides dans le de 2 ou plusieurs
antennes Rx. Il n’y a pas d’autres codes avec les meˆmes
performances que les codes donne´s ici. Dans ce tableau,
tous les codes sont relie´s graˆce aux proprie´te´s de la trace
pre´sente´es auparavant.
Pour les codes STTC 4-PSK a` 16 e´tats, la construction
et la recherche des meilleurs codes sont faites a` partir des
codes a` 4 e´tats en utilisant P2. Le tableau 3 contient tous
les codes e´quilibre´s a` 16 e´tats qui offrent les meilleures
performances dans les canaux de Rayleigh a` e´vanouisse-
ments lents ou rapides et plusieurs antennes Rx. Tous ces
codes ont min (tr(A)) = 16 et un produit distance mi-
nimal d2p = 128. Parmi eux, on retrouve en gras le code
propose´ par Chen [2].
Tab. 3 – Les meilleurs STTC e´quilibre´s a` 16 e´tats
[
3 2 3 2 1 2
2 0 1 2 2 0
] [
1 2 3 2 3 2
2 0 1 2 2 0
] [
3 2 1 2 1 2
2 0 1 2 2 0
] [
1 2 1 2 3 2
2 0 1 2 2 0
]
[
2 0 1 2 2 0
3 2 3 2 1 2
] [
2 0 1 2 2 0
3 2 1 2 1 2
] [
2 0 1 2 2 0
1 2 3 2 3 2
] [
2 0 1 2 2 0
1 2 1 2 3 2
]
[
1 2 1 2 3 2
2 0 3 2 2 0
] [
3 2 1 2 1 2
2 0 3 2 2 0
] [
1 2 3 2 3 2
2 0 3 2 2 0
] [
3 2 3 2 1 2
2 0 3 2 2 0
]
[
2 0 3 2 2 0
1 2 1 2 3 2
] [
2 0 3 2 2 0
3 2 1 2 1 2
] [
2 0 3 2 2 0
1 2 3 2 3 2
] [
2 0 3 2 2 0
3 2 3 2 1 2
]
La performance de tous ces codes est aussi e´value´e en
analysant le taux d’erreur trame dans un canal de Ray-
leigh a` e´vanouissements lents. Les re´sultats sont montre´es
dans la Fig. 2. On remarque que tous les codes donne´s au
Tab. 2 ont la meˆme performance que le code de Chen [2],
donc ils sont meilleurs que les codes propose´s par Ta-
rokh [1] et Baro [4].
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Fig. 2 – Taux d’erreur des trames de 130 symboles sur un
canal de Rayleigh pour 2Tx et plusieurs Rx
Pour les codes de Z34 a` 16 e´tats, apre`s l’analyse des codes
totatement e´quilibre´s de type III, nous obtenons un en-
semble de 7296 codes avec rang = 3 et min(trace) = 24.
Ces codes ont la meˆme trace que
[
1 2 1 2 3 2
2 0 3 2 2 0
1 2 2 0 1 2
]
cite´
dans [8] et
[
1 1 3 2 2 2
2 3 2 0 2 0
3 2 3 2 0 2
]
donne´ dans [10].
Quelques uns de ces 7 296 codes sont repre´sente´s dans
le tableau ci-dessous.
Tab. 4 – Quelques codes e´quilibre´s STTC a` 16 e´tats pour
3 antennes Tx avec min (tr(A)) = 24


0 2 2 0 2 3
0 2 2 2 3 2
2 0 1 2 2 1




2 0 2 3 0 2
0 2 2 2 1 2
1 2 2 1 2 0




0 2 2 3 0 2
3 2 2 3 2 0
2 0 2 2 1 2




0 2 0 0 0 1
0 2 2 0 1 0
2 0 2 1 0 0




2 2 0 2 2 1
1 2 2 0 2 3
2 0 0 2 1 2




3 2 2 3 0 2
2 2 2 1 2 0
2 0 3 2 0 2




1 2 2 3 2 0
2 0 2 3 0 2
0 2 2 2 1 2




0 1 0 0 0 2
0 1 3 2 3 2
2 0 1 2 0 0




0 2 2 0 2 3
3 2 0 2 2 2
2 0 1 2 2 1




2 3 0 2 0 2
2 3 3 2 2 0
2 2 2 0 1 2




3 2 2 3 2 0
3 2 2 0 0 2
2 2 0 2 2 3




3 2 3 0 2 0
1 2 2 1 0 2
3 2 0 0 2 2


7 Conclusion
Dans ce papier, une nouvelle famille de codes temps-
espace en treillis dits “e´quilibre´s” pour plusieurs antennes
d’e´mission et une modulation de type 4-PSK est propo-
se´e. Tous ces codes utilisent les points de la constella-
tion MIMO d’une fac¸on e´quiprobable. On a aussi montre´
que tous les meilleurs codes STTC sont e´quilibre´s. La re-
cherche syste´matique des meilleurs codes peut donc eˆtre
limite´e seulement a` cette famille de codes. Une me´thode
de construction des codes e´quilibre´s est aussi pre´sente´e.
Quelques re´sultats concernant les meilleurs codes a` 2 et
3 antennes d’e´mission sont aussi donne´s, y compris leurs
courbes de performance.
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